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Esercizio 1 Studiare la funzione
f(z) = 2*(logz — 1)
determinandone insieme di definizione, continuita e derivabilita, eventuali asintoti (compresi quelli obliqui), estremi

superiore e inferiore o massimo e minimo. Determinare gli eventuali punti di massimo e minimo locali, gli intervalli di
convessita e concavita e i punti di flesso. Tracciare un grafico approssimativo della funzione.

Soluzione

Esercizio 2 Determinare il carattere della serie
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Soluzione

Osserviamo che che e™"

Ricordiamo ora che

> 0 per ogni n € N quindi log(l + e ™) > logl = 0 e la serie ¢ a termini positivi.

log(1+1t) =t+o(t), per t — 0.

Poiché lim e™" =0, sostituiamo ¢ = e~ ottenendo
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log(l+e™™)=e"+o0(e™™)=e "(14+0(1)) per n = +o0.
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Utilizziamo ora il criterio della radice.
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Poiché — < 1 otteniamo che la serie converge.
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Esercizio 3 Studiare la convergenza dell’integrale improprio
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al variare di o € R.

Soluzione



(log z)*
(o7 — 12
quindi l'intervallo di integrazione nel punto = = 2. Ricordiamo lo sviluppo di Taylor del logaritmo

Poniamo f(z) = e osserviamo che f non ¢ definita per x = 1 e che f(x) > 0 per ogni x > 1. Spezziamo

log(1+t) =t+o(t), pert — 0
e osserviamo che, sostituendo ¢t = x — 1 otteniamo
logz =log(l+ (z—1))=log(1+t)=t+ot)=z—14+o0(x—1)=(z—1)(1+o(1)) per x — 1.

Quindi, per z — 17 risulta
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Se scegliamo g(z) = @ risulta che
im M = lim 7(1 +o(1)" = E
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quindi, per il criterio del confronto asintotico f e g si comportano allo stesso modo ai fini della convergenza. Dato
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che /g(x) dx converge se e solo se 2 — a < 1, cioe se o > 1, otteniamo che /f(x) dx converge se e solo se a > 1,
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altrimenti diverge positivamente.
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Vediamo ora 'altro integrale. In questo caso scegliamo h(x) = —————— e osserviamo che
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Dato che / h(zx) dx converge, per il criterio del confronto asintotico anche / f(x) dz converge, indipendentemente
2 2

dal valore di a.
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Unendo i due risultati otteniamo che / f(z) dx converge se a > 1 e diverge positivamente se o < 1.
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